Algebres tropicales et plus court chemin

Antoine DELIGNAT-LAVAUD

Le probleme du plus court chemin, consistant étant donné un ensemble de
sommets reliés par des arétes pondérées par leur « cotit de franchissement », a
trouver un chemin le moins coliteux possible entre deux d’entre eux, est fonda-
mental en théorie des graphes. Plusieurs algorithmes classiques permettent d’y
répondre efficacement, mais ils se contentent en général de traiter le cas ou le
« cotit de franchissement » des arétes est un réel ou un réel positif [IJ.

Or, dans de nombreuses situations concretes, on voudrait déterminer un
plus court chemin alors que ces « coiits » dépendent du temps ou bien des
déplacements précédents (par exemple, dans un réseau de transports en commun
ou les déplacements sont conditionnés par des horaires).

Le but de cet article est de montrer qu’'on peut généraliser les algorithmes
classiques de plus court chemin en exprimant ce probleme comme un sys-
teme linéaire par changement d’algebre sous-jacente : on introduit pour cela
les structures algébriques dites tropicales, obtenues par substitution des opéra-
tions usuelles (la somme et le produit) par des lois aux propriétés plus faibles (en
particulier min et max, pour lesquels les réels ne disposent pas de symétriques),
mais permettant de définir les opérateurs linéaires.

1 Présentation des structures tropicales

L’étude formelle des structures utilisant min ou max comme loi est relati-
vement récente, et flit motivée par ses applications en théorie des graphes, des
langages et en automatique discréte. Le qualificatif « tropical » est donné en
Ihonneur du mathématicien Imre SIMON, d’origine brésilienne [2].

Les propriétés caractéristiques des semi-anneaux et dioides varient légere-
ment selon les auteurs. Les conventions utilisées ici sont celles de [3].

Définition 1 (Semi-anneau) On appelle semi-anneau tout ensemble £ muni
d’une loi additive @ associative et commutative de neutre 0 et d’une loi multi-
plicative ® associative et unifére de neutre 1 qui vérifent :

(i) V(a,b,c) € E3,(a@b)®c= (a®c)®(b®c) et c® (a®b) = (c®a) D (c®b)
(ii) Va € £,a@0=0®a =0 (0 est absorbant pour @)

Dans la suite, on supposera & sélective : Va,y € £,2 Sy € {z,y}.

Définition 2 (Dioide) Un semi-anneau (€,®,®) est un dioide si la loi & est
idempotente, c’est-a-dire telle que :

Veel, xdr==x



Une propriété fondamentale des dioides est qu’ils sont totalement ordonnés,
c’est a dire qu’on peut toujours comparer deux éléments; dans notre probleme,
c’est ce qui permet d’affirmer qu’un chemin est « plus court » qu’un autre.

Proposition 3 (Ordre canonique) Tout dioide (D,®,®) est naturellement
muni d’une relation d’ordre totale définie par :

Ve,ye D,x [ y<=xPy==2

Preuve : Soient z,y,z € D. Par idempotence, on a toujours x =< = : =< est
réflexive. Six Jyety Sz, x =Py =y dxr =y : X est antisymétrique.
Enfin, siz <yety =<z,

r@z=(2RyYy) Dz=z®dyYP2z)=2xPy==
On a donc = < z : < est transitive. &

Exemple 1 On note Ryin = (RU {oco}, min, +). Alors Ry, est un dioide, que
lon appelle par convention l’algébre (min,+). L’ordre sur ce dioide est l’ordre
habituel sur les réels : min(z,y) =z < x < y.

On peut construire de la méme fagon Ryax, Zmax, Nmin--- Dans le cas de
Palgebre (min, +), on utilisera ainsi les notations suivantes :

min — @

+ = ®
oo — eoul
0 —- eoul

Exemple 2 (Dioide des booléens) L’ensemble B = {0,1} muni des lois
V, A définies par :

v, 0|1 AlO]1L
0101 000
1|11 1|01

forme un dioide commutatif appellé dioide des booléens ou algébre de Boole.

Il est tout a fait possible d’envisager le calcul matriciel dans ce type de
structures. On définit ainsi les matrices et les opérateurs matriciels sur un dioide
(D, ®,®) comme sur un anneau.

Définition 4 (Calcul matriciel) Soient A,B € M, (D), avec A = (a; ;)
B = (bi;); ;» on pose :

1,57

n
A®B= (ai,j ® bi»j)i,j et AQ B= (@ i & bk,j>
k=1 i,j
Outre les matrices, on définit aussi les endomorphismes de dioide [3], qui
forment a leur tour un dioide.

Définition 5 (Dioide des endomorphismes) On suppose que (D, ®,®) est
un dioide. On définit alors F comme ensemble des applications f : D — D qui
vérifient les propriétés suivantes :



(i) Va,b €D, fladb) = f(a)® f(b)
(i) f(0)=0
On munit F de la loi &, définie par :
Vf.g € F.Vx €D, (fbg)(z) = f(z) @ g(x)

dont le neutre est Uapplication O : z — 0. Enfin, on utilise la composition o de
neutre Id comme produit (associatif mais non commutatif).

Alors, (F,®,0) est un dioide.

Preuve : (F,®) est bien un monoide commutatif. (F, o) est un monoide
et Vf e F,fod =00 f=0. Reste a vérifier la distributivité de o sur & :

Vf,9,h € F.¥x € D,(f o (98h))(x) = f(g(x) & h(x)) = ((f 0 9)B(f o h))(x)

Vf.g,h € F ¥z € D, ((gdh) o f)(z) = (9Sh)(f(2)) = (g0 f)B(ho f))(x)
Enfin on a Vf, f&f = f. (F,®,0) est donc un dioide. &

2 Probleme du plus court chemin

Dans la suite, on se place dans un dioide (D, ®, ®). On donne une définition
« orientée valuation » d’un graphe :

Définition 6 (Graphe) Un graphe G = (S,0) est la donnée d’un ensemble fini
de sommets S = {1,...,n} et d’une application de valuation é : S x S — D,
telle que (i, j) représente la valuation de larc reliant i & j ou O si un tel arc
n’existe pas.

Pour simplifier, on prendra toujours 6(¢,4) = 1, ce qui intuitivement signifie
que rester sur le sommet ¢ ne « cotte » rien. Cette définition met en évidence
I’association canonique entre un graphe et sa matrice d’adjacence généralisée :

Définition 7 (Matrice d’adjacence) On appelle matrice d’adjacence la ma-
trice M € M, (D) définie par M = (6(i, 7)) ;. Réciproguement, si A € M, (D),
on note G(A) la graphe orienté valué associé a A.

Exemple 3 Dans le dioide Ny, -

0 1 2 o
1 0 oo 3
3 1 0 4
o oo 5 0

Dans cette matrice, on retrouve I’élément neutre 1 = 0 pour ® = + sur la
diagonale et I’élément neutre 0 = oo pour & = min entre les couples de sommets
non reliés par des arcs dans le graphe.



Définition 8 (Chemin, poids) Un chemin ~y dans un graphe G(A) est une
suite de sommets (i = ig, 41, ..., 4k—1,%k = j). On note Fﬁj l’ensemble des che-

mins reliant i a j en exactement k arcs, Fl(-fcj) les chemins joignant © et j en k
arcs au plus et I'; ; Uensemble des chemins quelconques entre i et j.

On appelle poids d’un chemin le produit de la valuation des arcs qu’il em-
prunte :

>
|
—

VV € Ffj? OJ(’)/) = 6(ip7ip+1)

i
o

On peut a présent définir le probleme du plus court chemin dans sa forme
la plus générale.

Définition 9 (Plus court chemin généralisé) Le probléme du plus court
chemin consiste a calculer, pour tout sommet de départ i et tout sommet d’arri-
vée j, la somme (si elle existe) des poids des chemins reliant i a j, ¢’est-a-dire :

P wiv

veT j

Ces définitions correspondent & l’idée intuitive que 1'on a d’un plus court
chemin dans lalgébre (min,+) : c’est le minimum pris sur les chemins de la
somme des valuations des arcs empruntées. Comme on a supposé la somme
sélective (la valeur d’une somme est égale & un de ses termes), on cherche aussi
un chemin vy € I'; ; dont le poids est minimum.

Montrons a présent que la résolution de ce probleme est équivalente a un
calcul de puissance de matrice dans D.

Théoréme 10 (Interprétation du produit matriciel) Chaque terme (i, j)
de la k-ieme puissance de la matrice A associée au graphe G est la somme des
poids des chemins reliant i a j en k arcs exactement :

Yk € N,Y(i,j) € [Ln]?, (A")i; = @ w(v)

k
’yEFM

Preuve : Par récurrence sur k € N. C’est vrai pour k = 1 par définition de
la matrice d’adjacence. Soit k > 2, on suppose la formule vérifiée au rang k — 1.
Alors V(i, j) € [1,n]?,

n

(A = P iy ®ap,

p=1

yers ot Ap=l1
(A, = P wi)
yerk,



¢
Ainsi, la résolution du probléme du plus court chemin revient a calculer la
matrice :

—+oo + oo
D] =(DDer] =D
Y€l ij p=0yery; ;PO

Définition 11 (Semi-inverse) On appelle semi-inverse d’une matrice A la
somme (si elle existe) :

Montrons a présent comment le probleme du plus court chemin peut s’écrire
comme un systeme linéaire du type « point fixe » dans un dioide.

Définition 12 (Cycle absorbant) Un cycle est un chemin v € T'; ;. On dit
que le cycle 7y est absorbant si w(vy) < 1.

Par exemple, dans 1’algébre (min, +), un cycle absorbant v vérifie w(~y) < 0.
En empruntant un nombre arbitraire de fois un tel cycle, on crée un chemin
dont le poids tend vers —oo ! 11 est donc impératif d’écarter ce type de situation
pour espérer trouver un chemin de poids minimal.

Théoréme 13 Soit G un graphe a n sommets sans circuit absorbant. Alors pour
tout k > n, A¥ = A"~ En particulier,

n—1
A =Par=@en
p=0

Preuve : On note A;; 'ensemble des chemins élémentaires de 7 a j, c’est-
a-dire passant au plus une fois par chaque sommet du graphe ou encore ne
contenant pas de cycle. Alors

YEL:,; YEA; ;

En effet, si v;; € I';; admet un cycle, c’est-a-dire se décompose en v; ; =
i+ Opp * Bp,j avec b p € T p et - By j € Ay j, alors 6, = 0 done w(v;;) =
w(ip - Bp,j)-

Or, un chemin élémentaire passe par au plus n—1 arcs : Vk > n, Al(-? = AZ;I,
et donc Vk > n, A¥ = A"~1. Ainsi,

—+o00 n—1 n—1
=P P =D D «0 =D
p=0~er?; p=0~€eA?; p=0
Reste a vérifier que A* (Ao Nt Ecrivons la forme développée du

produit (A" 1= (Ae)® - -@(ADI):

(A" '=A"19A"2q.. 0A" 2 - 9 AD---DADI

n—1 fois n—1 fois




Par idempotence, on a pour tout k € N, A* @ A¥ = A% d’on
n—1
(A@I)n—lz@AP:A*
p=0

¢

D’aprés ce qui précede, la ligne iy de la semi-inverse de A a pour composantes
les poids des chemins minimaux d’origine iy. La solution du probleme du plus
court chemin & origine unique ig est donc B® A* ou B est le vecteur (0;,,;)j<n-
On peut remarquer que c’est une solution du systeme linéaire :

X=X®A®B

En effet, pour le probléeme du plus court chemin, A® I = A (A a des 1 sur la
diagonale), et donc

(BRAY®@A®B = B (A" '®A)eB (1)
- Be(A"el) (2)
= BA (3)

Dans (1) on a utilisé 'associativité du produit matriciel, dans (2) la distributivité
de ® sur @ et dans (3) le théoreme 13. De la méme fagon, A* est solution du
systeme X = X ® A@ I. L’avantage majeur de cette interprétation est son lien
étroit avec les méthodes de résolution des systémes linéaires [3].

3 Algorithmes de résolution

3.1 Approche naive

Une maniere évidente de calculer A* est de procéder par produits matriciels
successifs. Comme chaque produit matriciel nécéssite O(n®) opérations @ et ®,
cette méthode a une complexité en O(n*). On peut améliorer cette méthode de
deux fagons : d’une part en utilisant un algorithme d’exponentiation rapide, et
d’autre part en utilisant un algorithme de produit matriciel rapide (tous deux
sont expliqués dans [I]).

De méme, si I'on ne cherche qu'une ligne iy de A* (plus court chemin a
origine unique), on peut la construire itérativement en O(n?) par la récurrence :

Xo = (6ig.,1)ign
VneN, Xpir = X, ® A® X,

3.2 Algorithme de Dantzig

L’idée de DANTZIG [4] consiste & construire la pseudo inverse A* en partant
du graphe réduit a un sommet et en ajoutant successivement les sommets du
graphe. En effet, une fois les plus courts chemins connus dans un graphe, il est
relativement aisé de mettre a jour ces chemins lorsque l'on ajoute un sommet.

Cette approche ressemble & la méthode d’inversion par blocs de STRASSEN.
Dans la suite, on notera M la matrice des i premiéres lignes et colonnes extraite



S N N

1

2

3

de M. Les graphes sont supposés sans circuits absorbants. On a donc pour pour
kel2,n]:
AR — A= oy
Ly 1
Théoréme 14

A* =11 g (A* k-1 Ck—l) ® (Lk—l ® A* [kfl]) ‘ A =1 o 0y

A L1 ® A* [k—1] ‘ 1

D’aprés cette décomposition, on peut calculer itérativement A* = A*["
sachant que A*[l = (1). On commence par calculer les deux vecteurs ligne et
colonne supplémentaires puis de réinjecteur leur produit dans le bloc supérieur
gauche. L’algorithme qui en découle s’en déduit naturellement :

Algorithme 1 — Algorithme de DANTZIG

programme Dantzig (A : matrice, n : entier)
variables i, j, k : entier,

pour k de 2 a n faire

// Calcul de la ligne et de la colonne rajoutées
pour i de 1 a k—1 faire

Aig <Dy ai ® ajk

Ak <—@j<k Ak, Q@ aj;

fin pour

pour i de 1 a k—1 faire
pour j de 1 a k—1 faire
Aij Aij @Ak ® Ak
fin pour

fin pour

fin pour

retourner A;
fin programme

L’algorithme de DANTZIG nécessite % +o0(n?) opérations (&, ®), ce qui est
nettement mieux que le calcul de A* par produits matriciels.

3.3 Algorithme de Dijkstra

Plutét que de calculer complétement la semi-inverse A*, il est souvent suf-
fisant de n’en calculer qu’une ligne (dont l'indice correspond a un sommet de
départ ig fixé). Pour le calcul d’une ligne de A*, on dispose (& condition d’étre
dans un dioide sélectif ou 1 est minimal) d’un algorithme glouton di & D1JKS-
TRA particulierement efficace, bien que sa complexité dépende de la structure
de données choisie pour I'implémenter.

Algorithme 2 — Algorithme de DIJKSTRA

programme dijkstra (A : matrice, ip, n : entier)
variables 7[1..n] : vecteur, i,j : entier, T : ensemble;
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11
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13

14

15

16

17

18

T+ {1,...,n};
m[l.n] < 0; w[io] « 1;

tant que T # @ faire
i + indice_du_min (7);
T «+ T\{i}

si T =0 retourner m;
pour j dans T faire
w[j] < 7[j] & w[i] @ A[i][5];
fin pour

fin tant que

retourner T;
fin programme

La preuve de ’algorithme repose sur l'invariant de boucle suivant : la plus
petite composante 7[i] de 7 (au sens de <) vaut A*[ig, 7. A chaque étape, on
calcule ainsi une composante de la ig-eme ligne de A*, et le probleme est réduit
d’une dimension (un sommet est supprimé de T').

Théoréme 15 (Invariant de ’algorithme de Dijkstra)

Ji € T, @ nlj] = «li] = 43,
JeT
Preuve : Lors de initialisation, on vérifie que la plus petite composante
est mlig] = 1 qui est le plus court chemin de iy a 7o (soit Af ; ).
Vérifions maintenant la conservation : on suppose qu’a l'itération courante,
Ji € T, nli] = A}, ;. Oneffectue T' < T\ {i} et Vj € T', n[j] « n[j]O7[i]@A[4][j].

k= @ wlil= P @lhlerieAlll)=re @ oAl

JET\{i} JET\ {3} JET\{4}

avec k # i (car i € T) et ou 7[k| représente le poids d’un chemin de iy & k.
Montrons que w[k] = A} ;. Soit v le chemin de poids minimal reliant io et k.
Supposons d’abord que 7 passe par i. Alors, le chemin de iy & ¢ étant minimal,

wy)=mlile | P Aix|= P rlileAix=nlkl=A4; ,

keT\{:} keT\{i}

Dans le cas ol v ne passe pas par i, on a w(y) = 7l[i'] et w[k] = A ;. L’algo-
rithme termine lorsque ™ = A*[ig]. O

Proposition 16 (Complexité de l’algorithme de Dijkstra) Pour un
graphe a n sommets, lalgorithme de DUKSTRA s’exécute en O(n?) opérations.

Preuve : La boucle externe est itérée sur k avec CardT = n — k + 1.
L’extraction de l'indice minimum se fait naivement en O(|T]) (il est possible de
faire mieux selon la structure de données choisie). La boucle interne s’exécute
également en O(|T|). D’ott une complexité globale :

Z(’)(n—k+1)+(9(n—k+l):(’)(n2)

n
k=1
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Sans chercher & étre efficace, on peut tres facilement implémenter avec un
logiciel de calcul comme Maple la version générale de ’algorithme de DIJKSTRA,
en utilisant les opérateurs inertes &+ et &< que 'on peut ensuite définir selon le
dioide sur lequel on travaille :

Algorithme 3 — DIJKSTRA, implémentation Maple

dijkstra := proc(A, n, r)
local X, T, i, j, g, chemins;
X := [N$n]; X[r] := E;

T := {$1..n};
chemins := [[r]$n];

while nops(T)>0 do
g =N
for j in T do
if X[j] &< g then g := X[j]; 1 := j; end;
od;
T := T minus {i};
for j in T do
if (X[1] & Ali,j]) &< X[j] then

X[j] = X[i] & Ali,j];
chemins[j] := [op(chemins[i]), j];
fi;
od;
od;
return X, chemins;
end proc:

4 Quelques applications

4.1 Plus court chemin

Dans l’algebre (min,+), tous ces algorithmes calculent les poids des plus
courts chemins, mais aussi, comme on le voit dans I'implémentation ci-dessus
(ligne 17), lors des sommes, l'indice minimal permettant effectivement de
construire un plus court chemin. Voici un exemple d’exécution de la procédure :

‘g<t = (x,y) —-> evalb(x &+ y = x):

‘g+¢ := min: ‘&x‘ := ‘+‘: E := 0: N := infinity:
0 18 oo 25
61 0 62 oo o©
A:=] 00 22 0 oo 23
o 66 13 0 o0
30 oo 69 52 0

dijkstra(A, 5, 5);




[30,48,65,52,0], [[5,1],[5,1,2],[5,4, 3], [5,4], [5]]

La premiere liste contient la cinquieéme ligne de A*, la seconde est un vecteur
contenant les plus courts chemins dont 1’origine est le cinquieme sommet, sous
forme d’une suite de sommets.

4.2 Connexité

Tous ces algorithmes peuvent étre mis en cevre directement dans 1’algebre
de Boole (B, V, A). La semi-inverse A* est alors appellée fermeture transitive du
graphe G(A), dont les termes (A*); ; valent 1 §’il existe un chemin entre ¢ et j
et O sinon.

4.3 Cheminement avec temps de parcours variables

On a vu que les endomorphismes d’un dioide forment un dioide. Dans le cas
de ﬂ%mim ce dioide (F,ming,, o) est celui des fonctions croissantes de R telles
que f(0) =0, olt ming, est le minimum de la fonction prise au temps de départ
to. Avec Maple, on déclarera par exemple les opérateurs :

‘gt = (f,g)->if ‘(evalf(£(t0)) < evalf(g(t0)), f, g):
“gx¢ = ‘0 ‘@< = (x,y)->evalb(x &+ y = x):
E := x->x: N := x->infinity:

Prenons 'exemple d’un réseau routier soumis a des variations de trafic. A
chaque route reliant ¢ & j, on associe une fonction ¢;; croissante qui a une
heure de départ associe une heure d’arrivée. Cette fonction permet de prendre
en compte d’éventuelles heures creuses ou de pointe. Au graphe G, on associe
donc une matrice T' = (¢; j);; & valeurs dans un dioide sélectif dans lequel la
fonction identité (temps de parcours nul) est minimale pour @.

Les algorithmes de DANTZIG et DIJKSTRA permettent donc le calcul du
temps de cheminement entre deux sommets quelconques, pour une heure de
départ ty fixée, et éventuellement de l'itinéraire associé. Cet itinéraire dépend
de tg : il est possible qu’a certaines heures un itinéraire soit meilleur qu’un autre.
Ceci est illustré par 'exemple suivant :

f := (x, hd, hf, c)->piecewise(x<hd, 0, x>hf, O,
cxsin(Pi*(x-hd)/(hf-hd))"3):

g := (x, hd, hf, c)->f(x-floor(x/24)*24, hd, hf, c):
f12 := x->x+0.5*%(1+g(x,7,10,1.2)+g(x,16,18,0.3)):
21 := x—>x+0.6*%(1+g(x,7,9,0.4)+g(x,17,19,1.4)):

£13 := x->x+1.3*(1+g(x,8,11,0.4)+g(x,15,17,0.5)):
£31 := x->x+1.4%(1+g(x,6,8,0.2)+g(x,18,20,0.4)):

£23 := x->x+0.7*(1+g(x,6,11,0.9)+g(x,15,19,1)):

£32 := x->x+0.7*(1+g(x,7,10,0.7)+g(x,16,20,0.6)) :
plot(map(f >f-E,{f12,£21,£13,£31,£23,£32}),0..24);
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A := matrix(3,3,[[E,f12,f13], [f21,E,f23],[£f31,f32,E]]):
t0 := 8:
dijkstra(A, 3, 1);

[E,EQf12, EQf13],[[1],[1,2],[1, 3]]

t0 = 12:
dijkstra(A, 3, 1);

[E, EQf12, EQf12Qf23)], [[1],1,2], (1,2, 3]]

Dans cet exemple, pour aller du sommet 1 au sommet 3, il est plus court de
prendre la route directe a 8 heures, et de passer par le sommet 2 & midi.

5 Conclusion

Outre les cas simples précédents, rien n’empéche d’utiliser des dioides produit
pour la recherche de chemins multi-criteres, ou encore les endomorphismes de
dioides sur des ensembles abstraits (par exemple, sur des horaires possibles de
départ pour les transports en commun afin d’optimiser les correspondances).

Le changement de structure algébrique a permis de montrer que la résolution
du probleme du plus court chemin se résume a un simple systeme linéaire. En
outre, le calcul de la semi-inverse se fait a 'aide de la série géométrique de la
matrice du graphe : on calcule en quelque sorte (I — A)~! sans méme que —x
ou méme z~! n’existent dans le dioide!
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